Lycée La Martiniére Monplaisir PT

2023-2024

Devoir sur Table 3

Durée : 4h

1. Les exercices sont indépendants. Ils peuvent étre traités dans un ordre quelconque.

2. Tous les documents sur papier sont interdits.

3. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

4. Le matériel de géométrie (régle, compas, équerre) est autorisé.

5. La notation des copies tiendra compte dans une large mesure de la qualité de la rédac-
tion. Ceci implique que vous devez faire des raisonnements clairs, concis et complets,
utiliser un langage mathématiques adapté et précis, étre lisible et éviter les fautes
d’orthographe et de grammaire.

6. Si, au cours du devoir, vous repérez ce qui vous semble étre une erreur d’énoncé, vous
le signalez sur votre copie et poursuivez sa composition en expliquant les raisons des
initiatives que vous avez été amené a prendre.

7. Mettez en évidence vous résultats en les encadrant ou les soulignant.

Exercice 1
(E3A PC 2021)
-1 n+1
1. Justifier que la série Z # converge.
n
n>=1
N 1 1 1 2(N+1)
dzx T

2. (a) Montrer que pour tout entier naturel N / "(1—2z)dx :/ —/

() duep ZO( )) o 1+z Jo 1+a

2(N+1) 1
b < )
(b) 14z | 2N +3
S~ e
¢) En déduire la val :
(¢) En déduire la valeur de Z "
n=1
+oo "
3. (a) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction ¢ : x — Z(—l)"“—.
n
n=1
(b) Calculer p(1).
o "1-ua
4. (a) Calculer 'intégrale : ——duz.
o 1+a2

(b) Montrer que pour tout entier naturel N, Z(fl)"x =

(c) Montrer que lim

(d) En déduire que Jrzoo(fl)" </01 (1 - x)d:ﬂ) converge et que f(fl)” (/01 (1 — x)d:c)

(e) Montrer que Z
nz

N
2 _ 1= (<22

1+ 22
n=0

1 (_xQ)(N—i-l) dr =0

N=Foo Jo 1+ 22

n=0 n=0

1
1—2x

/O T3

=k

< (2n+1)(2n + 2)

converge et déterminer sa somme.

dx.
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Exercice 2
(adapté de EML 1998)

Dans cet exercice, R[X] désigne I’ensemble des polynomes & coefficients réels, n désigne un entier
naturel supérieur ou égal & 3 et R, [X] désigne I'ensemble des polyndmes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a n.

+oo
1. (a) Montrer que, pour tout polynéme P de R[X], l'intégrale / P(t)e~"dt est conver-
0

gente.

+oo
(b) Pour tout entier naturel k, on note I, = / the=t dt.
0

Déterminer une relation entre Iy et [j11.
(¢) En déduire que, pour tout k > 0, I, = k!.

On consideére 'application notée (.,.) de R, [X] x R, [X] & valeurs dans R définie par :

—+oo
(P.Q) = /O PH)Q()etdt

2. (a) Montrer que (.,.) est un produit scalaire sur F,,.
(b) Pour tout couple (i,) d’entiers naturels inférieurs ou égaux a n, calculer (X*, X7).

Dans la suite du probléme, R, [X] est muni de ce produit scalaire.
3. (a) Onpose Qo =1,Q; = X —1 et Qs = X* —4X +2. Montrer que la famille (Qg, Q1,Q2)
est une base orthogonale de Ro[X].
(b) Déterminer le projeté orthogonal de X2 sur R [X]

+o00
(¢) En déduire la valeur de inf / (t? —ut —v)%etdt
(u,v)eR? Jq

Exercice 3
(d’aprés EPITA 2017)

Dans tout ce probleme, on désigne par o un nombre réel positif, et on se propose d’étudier la
fonction f définie par l'intégrale suivante lorsque celle-ci est convergente :

T2 gin
f(a):/o sin(t) o,

tOt

On se propose d’approfondir dans la partie I I’absolue convergence, puis, dans la partie II, on
calcule f(1).

Partie I —  Absolue convergence et convergence de l'intégrale f(c).

On va étudier la convergence de f(«) & laide des deux intégrales suivantes :

™ sin T gin
I(a) = /0 Oar © Ja) = / ®) .

te te
P . sin(t)
Donner un équivalent de la fonction ¢ — BTH quand ¢ tend vers 0.

(a)
(b) En déduire pour quelles valeurs du réel « positif 'intégrale I(a) est convergente.
(a)
(b)

Démontrer que l'intégrale J(«) est absolument convergente pour o > 1.

Vérifier que la fonction ¢ — |sin(t)| est m-périodique, et en déduire, pour tout entier
(k4+1)7

k, la valeur de I'intégrale / | sin(¢)|dt.

km
(¢) Démontrer I'encadrement suivant pour tout réel a > 0 et tout entier k > 1 :

(k4+1)m | o
2 </ \sm(t)|dt< 2
k

(k+ Doga = f te = kage’
En déduire que, pour tout réel o > 0 et tout entier n > 2,
2 [t 2 o 1 " sin(t)| 221 2 n=lg
il —dt< =Y =« PVl =Y — <= (1 —dt ).
T Jo te \776“16_2/%“\/,r te \ﬂa];ka\WO‘(Jr/l te )
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(d) Déterminer les valeurs du réel « telles que 'intégrale J(a) est absolument convergente.
3. (a) Etudier la convergence de I'intégrale .J(0).
(b) Démontrer la relation suivante pour tout réel o > 0 et tout réel x > m

¥ sin(t) _ 1 cos(z) ¥ cos(t)
/ dt a/ dt.

to o xre ta+1

+o00
(c) Calculer (en justifiant son existence) 'intégrale / dt pour a > 0.
™

ta+1
cos(t)
ta+1

+oo
En déduire ’absolue convergence de l'intégrale / dt pour o > 0.
s

(d) En déduire la convergence de U'intégrale J(«) pour a > 0.

4. Préciser les domaines de convergence et d’absolue convergence de U'intégrale f(«).
En déduire le domaine de définition de la fonction f introduite dans le préambule.

Partie I —  Calcul de intégrale f(1)

1. (a) Justifier pour tout entier naturel n lexistence de Iintégrale suivante :

B ™/2 sin((2n + 1)t)
In= /0 sin(t) dt.

(b) Préciser la valeur de Iy et prouver que 'on a I,, — I,,_1; = 0 pour tout entier n > 1.
En déduire la valeur de 'intégrale I,,.

1
(c¢) On considere la fonction auxiliaire ¢ définie pour 0 < ¢ < g ar (t) = s T

Quelle est la limite L de 9 (t) lorsque ¢ tend vers 07
On posera désormais ¥(0) = L, de sorte que ¢ est ainsi définie et continue sur [O, f}.
(d) Démontrer I'égalité suivante pour tout entier naturel n :

2n+1)m/2 _:
/ sin(u) du
0

u

/ Y(t)sin((2n 4 1)t)dt = 5

2. On considére une fonction ¢ de classe €* du segment {0 f} dans R.

A tout entier naturel n, on associe l'intégrale suivante :

w/2
Up = / g(t)sin((2n + 1)t)dt.
0
(a) Démontrer que :

9(0) 1
2n+1 2n+1

Up =

/2
/0 g'(t) cos((2n + 1)t)dt.

(b) A Paide d’une majoration convenable de cette derniére intégrale, en déduire la limite de
u, quand n tend vers +oo.

(¢) Apres avoir montré soigneusement que la fonction continue v introduite & la question
™
1.c) est de classe € sur {0, 5}, en déduire la valeur de f(1).
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Exercice 4
(d’aprés Oral CCINP MP)

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.
A Tinstant t = 0, il se trouve au point A.
Quand il a épuisé ’eau du point ou il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux
autres points d’eau.
L’eau du point qu’il vient de quitter se régénere alors.
Soit n € N.

On note A,, I'événement « 'animal est en A aprés son n'®™ trajet ».
On note B,, 'événement « I’animal est en B aprés son ni®™® trajet ».
On note C,, Pévénement « Panimal est en C' aprés son n'®™ trajet ».
On pose P(A,,) = ap, P(By) = b, et P(Cy) = ¢y,

1. (a) Pour n € N, que vaut a,, + b, + ¢, ?
(b) Exprimer, en le justifiant, a,y; en fonction de a,, b, et c¢,.
(¢) Exprimer, de méme, b,11 et ¢,+1 en fonction de ay,, b, et ¢,.

0

2. On considére la matrice A =

N|= O N
O N Y| -

N =N | =

1
(a) Justifier que la matrice P= (1 0 1 | est inversible et déterminer P~!
1 -1 -1

(b) Calculer P~*AP
(¢) En déduire une expression de A™ pour n € N.

3. En déduire une expression de a,, b, et ¢, en fonction n.
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Corrigé

Corrigé de I’exercice 1

1. On va exploiter le théoreme des séries alternées

(~1)"H (1)

<0
n n+1

— Pour tout n € N on a

-1 n+1
— La suite (‘()
n

) converge vers 0.
neN

(_1)n+1
— La suite | |[——— est décroissante
n neN
n+1
Ainsi, d’apres le théoreme des séries alternées, | la série E converge.
n>1

2. (a) Soit N € N,

Comme on a affaire & une somme d’un nombre fini de terme on peut échanger intégrale
et somme, ainsi

([ o) [ o

n=

[}

/1 1— $2(N+1)

1 1 2(N+1)
d
T 7/ T du
0

dx

o Ltz 1+
Ainsi
N 1 1 1 _2(N+1)
d
VN e N Z(/ xQ"(l—x)dx>:/ x —/ < dz
n=0 0 0 1 +x 0 1 +x
. 1 .
(b) Soit N € N, alors, pour z € [0,1], on a 0 < T < 1, dou
x
/1 m2(N+1) / 2(N+1)
0 14z 1+zx
/ N+1)d$
22N+3
{2N+3]
S 2N+3
Ainsi
1 2(N+1) 1
x
VN e N dz| <
e /0 1tz x’ 9N + 3
N
—1 n+1
(¢) Notons, pour N € N, Sy = Z L
n=0
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Soit n € N, alors

1 1
/ (1 — z)dz = / 2 — gl
0 0

$2n+1 m2n+2 1
- [2n+1 - 2n+2]0
1 1 (_1)2n+2 (_1)2n+3
n+1 2n+2 T ooan+1 2n + 2
Ainsi, pour N € N
N N )22 (—1)2n+3 2N+2 1)n+l
1—z)dz | = = =9
S ([ o) = GE+ GE = S S s

D’apres la question 2.(a) on a alors

1
dx

VN eN, S = —_—

2 /01+a: /

i, 8o = 1n(2

La question 2.(b) nous assure alors que

De plus, pour N € Non a Sony1 = Son

Puisque les sous-suites (Son)nven et (So
on en déduit alors que lim Sy = In(
N —+o00

n+1

oo
Z In(2) |

C’est-a-dire

2(N+1)
dx

1 ,2(N+1) 1
’ dz =1n(2) — —/ <
0

1+ 1+

1
—
2N +1 N—o+oo

N+1)Nen convergent vers la méme limite In(2)

+ In(2).

2)

-1 n+1,.n
3. (a) Si|x| > 1 alors, par croissances comparées ( e ) ne converge pas vers 0.
n neN*
—1 n+1,.n
Si |z| < 1 alors, pour n > 1, '()nx < x|

Or la série E |z|™ converge donc, par majoration la série E

n>1
convergente donc convergente.

-1 ) n+1 "
est absolument
n>1

La question 1. nous assure que ¢ est définie en 1.

n+1 1)n

Enfin Z

n>1 n>1

Finalement ‘(p est définie sur | — 1, 1]. ‘

(b) Il suffit de reprendre le résultat de la qu

1
— Z — diverge par critere de Riemann.
n

estion 2.(c) :

“+oo

=

n=

n+1

In(2)

4. (a) On a

1—2x

1 1
1 T
= —— T g
/0 1ra2 " /0 1122 14220

1
= [arctan(m) ~5 In(1 + x?)

1

0
1

= arctan(1) — = In(2)

S

\V]

In(2)
2
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Ainsi

(b) Il s’agit simplement d’une somme géométrique de raison x>

N N
1 — (—z2)(V+1) 1 (—gp2)(N+1)
Sy = Yoty - e - O,
n=0 n=0
N
1— (—mQ)(N'H)
3 n, 2n __
On a donc bien nzzo(—l) R — I

(¢) On reprend la méme méthode que celle utilisée a la question 2.

Soit V € N, on a alors

U(—g <N+1> 2)(N+1)

d

/0 1 + 1422 / 1 + Tiya2 |7
/ 2<N+1)d$

S 2N+3

1 (7x2)(N+1)
D’apres le théoreme des gendarmes, | lim ———5—dz =0}
N —+o00 0 1 +x

(d) Soit N € N, alors

2::(—1>” (/ 2n dx) / 22 (1 — z)dz

:/ (1—;5)—1_(_9”2)(N+1)dx
0

1+ 22

11 11 L 2\(N+1)
:/ 1—x dz—/ (1—x)(—z*) da
0 1+$C2 0 1+ZC2

Or
1 2y(N+1) 1 L 2\(N+1)
(—2%) / (—z?)
1-— dz| < l—2)———|d
/0( z) 1+ 22 . 0 (1 -=z) 1+ 22 o
1
</ 2(N+1)dx
0
1
TN +3
1 _ _ 2\ (N+1)
Dot lim (1-2)(=z") dz = 0.

N—+too [y 1+ 22
N

1 1y,
. . _1\n 2n _ —
Ainsi NE)IEOO nE (-1 (/0 (1 x)dx) /0 T2 dz

=0

+oo 1
En d’autres termes Z(—l)” (/ (1 — x)dx) converge | et
0

n=0

Ji:w(—l)" (/01 (1 - x)dx) = /01 %dx

n=0
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(e) Soit N € N, alors

al 1 al 1 1
_1\n 2n _ — _1\n _
T;)( 1 (/0 z(1 x)dx) nz:%( 1 (2n+1 2n—|—2>
_ ZN:(—l)" (2n+2)— (2n+1)
~ (2n +1)(2n + 2)
_ f: (-1"
—= (2n+1)(2n+2)
La question précédente nous assure alors que Z & converge | et
= (2n+1)(2n +2)
*f -)» 7 (2
~(@2n+1)(2n+2) 4 2
Corrigé de ’exercice 2
Partie I —  Etude d’un produit scalaire

1. (a) I est clair que l'intégrale converge pour P = 0.

Soit P # 0 un polynéme de degré d > 0 la fonction ¢ — P(t)e”" est continue sur [0, +o0l,
notre intégrale n’est donc impropre qu’en 4occ.

Par croissances comparées on a t2|P(t)e™!| ~ t4T2e" — 0.
t——+o0

1
Ainsi |P(t)e™"| O <t2) .

+oo
On sait que / 2 dt est un intégrale de Riemann convergente.
1

Donc, d’apres le théoreme de comparaison pour les fonctions continues et positives,
+o0 +oo

/ |P(t)e | dt converge. L’intégrale / P(t)e " dt est ainsi absolument conver-
0 0

gente donc convergente

—+o0
Finalement | pour tout polynéme P de R[X], I'intégrale / P(t)e~"dt converge
0

(b) On va effectuer une intégration par parties dans I en prenant, pour ¢ > 0,
u (t) = tF+ v(t)=—e"

u et v sont de classe C' sur [0, +00[ et on a, pour t > 0,

o (t)=(k+1DtF v (t)=e"t
De plus %ir% u(t)v(t) =0 et . lir+n u(t)v(t) = 0. L’intégration par parties est donc licite.
— —+o0

Alors

“+o00
Iip1 = lim —tFle™ — lim —t"Tle™? —/ (E+1)tF x —e~tdt
0

t——+oo t—0
+oo
:0+(l<:+1)/ the=tdt
0

=(k+1)I

— Remarque

Pensez bien a véri-
fier que les fonctions
u et v que vous allez
faire intervenir sont
bien de classe C' de
sorte que toutes les
intégrales considé-
rées aient bien un
sens
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Ainsi on obtient

WkEN, L= (k+1) 1|

On va montrer par récurrence que, pour tout k € N, I, = k!
Initialisation :
Pour k=0o0n a A
VA >0, / etdt=1-e"
0
D’ou
A

Ip = lim e tdt=1=0!
A—+o00 Jo

Hérédité :
Soit k € N on suppose que I, = k!.
on a alors
Iy = (k+ 1)1 = (k4 timesk! = (kK + 1)!
Ce qui prouve la propriété au rang k + 1 et achéve la récurrence.

Finalement

\VEeN,  L=Fk]

Remarquons d’abord que, si (P,Q) € R,[X]? alors PQ € R[X] et donc, d’aprés la
—+oo

question 1., / P(t)Q(t)e " dt converge.
0

— Soit (P,Q) € R,[X]? on a

+oo +oo
(P,Q) = P()Q(t)e™" dt = Q(t)P(t)e™"dt = (Q, P)
0 0
Ainsi application (P, Q) — (P, Q) est symétrique.
— Soit (P,Q,R) € R,[X]? et A € R. Alors

+oo
(\P+Q,R) = /0 (AP(t) + Q(t)) R(t)e " dt

+o0 too
=2 / P(t)R(t)e " dt + Q)R(t)dt
0 0

= MP,R) + (Q, R).

Ainsi application (P, Q) — (P, Q) est linéaire a gauche. Puisqu’elle est symétrique,
elle est également linéaire a droite et donc bilinéaire symétrique.

— Soit P € R,,[X]. Alors la fonction ¢ ~— P(t)%e™" est continue et positive sur [0, +oco],
donc par croissance de 'intégrale,

+oo
(P, P) :/ P(t)*e tdt >0
0

L’application (P, Q) — (P, Q) est donc une forme bilinéaire symétrique positive.
— Soit maintenant P € R, [X] tel que (P, P) = 0.

Alors la fonction ¢ — P(t)%e™" est une fonction continue et positive d’intégrale nulle

sur R, elle est donc nulle sur R .

Or, pour tout ¢ > 0, e * # 0, on en déduit que, pour tout ¢ > 0, P(t)2 =0 et donc

P(t) =0.

Alors P posséde une infinité de racines : tous les nombres positifs. P est donc
nécessairement le polynéme nul.

Finalement ‘ (+,+) est un produit scalaire sur R,,[X]. ‘
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(b) Soit (i,7) de N?, on a

400
<XZ,X]>:/ Ftie=tdt = i+j:(i+j)!
0

(a) On a
(Qo, Q1) =(1,X)—(1,1)=11-0l=1-1=0
et
(X% —4X +2,Q0) = (X2,1) —4(X, 1) +2(1,1) =2 -4x1+2=0
Enfin

(X2 —4X +2,Q1) = (X2 —4X 4+ 2,X) — (X2 —4X +2,1)
(X? —4X +2,X)
(X% X) = 4(X, X) +2(1, X)

(Qo,Q1,Q2) est une famille orthogonale de Ry[X] ne contenant pas le polynéme nul,
elle est donc libre. On a de plus dim(Rz[X]) = 3 = Card (Qo, Q1, Q2).

Ainsi ‘ (Qo, Q1,Q2) est une base orthogonale de Ry[X]. ‘

(b) La famille (Qq, @1) est une base orthogonale de R;[X] donc la famille ( Qo G )

1Qoll” 1Qull

est une base orthonormée de R;[X].

Le projeté orthogonal de X? sur R;[X] est alors

Qo , Qo
N1Qoll " 1Qol

@1
@l

Q1
1@l

<X2 —|—<X2

)

)

||QO||2 = (X0, Xo)=0=1
Q,Q)=01-X,1-X)=((1,1) =21, X)+ (X, X)) =(1-2+2)=1

Ainsi le projeté orthogonal de X2 sur R;[X] est

PR x](X?) = (X2, Q0)Qo + (X?, Q1)Qn
= (X2 DI+ (XX - 1)(X -1)
=2lx14+@I=-2) x (X -1)
—24+4(X — 1)
=4X -2

Le projeté orthogonal de X? sur R[X] est 4X — 2. ‘

+oo
c) Ona inf t2 —ut —v)?e tdt = inf || X2 — P|?=d(X?%R[X]).
© Ona it [ —ut=) dnt X = PP = d(X* Ba[X)

On sait que cette distance est réalisé par le projeté orthogonal de X2 sur Ry [X], ainsi

+o0
it [ (= ut = et de = X = pay g (O67) P
(u,v)ER? J

Puisque X? — PRy [X] (X?) et pg, (X] (X?) sont orthogonaux, le théoréme de Pythagore
nous assure que || X?|? = [|X? = pg, x](X?)[* + [lpr, (x) (X7)|1*.
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Ainsi

1X2 = pryx) (X)IP = [1X2]? = [lpr, () (X )12
= (X% X?) - (4X —2,4X —2)
=41 — (16(X, X) — 16(X,1) +4(1,1)) =24 — (16 x2—-16 x 1 +4x 1)
=24 —20
=4

“+o0
Finalement | inf / (t* —ut —v)?e tdt =4 |
(uv)ER? Jo

Corrigé de I’exercice 3

Partie I —  Absolue convergence et convergence de l'intégrale f(a).

1. Etude de la convergence de Uintégrale I(c)

. , sin(¢) 1
Rappel t)equit — 0%¢. D ~
(a) Rappelons que sin(t)equi one| —2~ ~ i

sin)

(b) e La fonction ¢ — i o

est continue et positive sur ]0, 7]

sin(t) 1

~ .
te po+ tol

e D’apres la question précédente,

e La fonction t —
a < 2.

pr) est intégrable sur |0, 1] si et seulement si « —1 < 1 ¢’est-a-dire

T sin(t
Donc par critere de comparaison des intégrales de fonctions positives, / tCE )dt converge si et seulement si o < 2.
0

2. Etude de absolue convergence de Uintégrale J(a)

2 t
(a) e La fonction t — bl?cs ) est continue sur [, 400/
sin(t) 1
o Vt € [m,+00], o ‘ < =

1
e La fonction t — o est intégrable sur [, +oo] pour o > 1.

o . sin(t) .
Donc par critere de comparaison, |t — o est intégrable sur [r, +o0l.
T 10 T
08 courbe de f: xm3i7r courbe de f: X335

06 — courbe de r:x-—o%;l 0.8 —— gourbe de r:x»-o"—ji

B 5 ' 5 20 0 02
—02
0.8 . :
-04 5 S 5~x —=x B
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150 — courbe de f: xm3i7r 12 — courbe de f: xminr
125 —— courbe de f:xv—o%;;l 10 —— courbe de f:x»—o%;;l
100 0.8

0.6
075

0.4
050

0.z
0.25

0. T ~—— T T T T
0.06 . _———— - . = ~" 15 20 = 30

7 10 15 20 = n 02

(b) ¢ Soit ¢ un réel.

|sin(t + )| = |—sin(t)| = [sin(t)]. ‘ Donc la fonction ¢ — | sin(¢)| est m-périodique. ‘

o Soit k£ un entier.

(k+1)m T
Par périodicité de la fonction a intégrer, / | sin(t)|dt = / |sin(t)| dt.
km 0
T ™ (k+1)7
Or/ sin(t)| dt = / sin(t)dt = [— cos(t)]y = 2.| Ainsi Vk € N, / sin(t)| dt = 2.
0 0 km

(c) Soit v un réel positif.
o Soit k € N*.

|sin(t)| sin(t) |sin(t)|
telkm (k+1 <
Remarquons que V¢ € [k, (k + 1)7], & + Dm)e o o)
(k+1)7m in(t (k+1)7 | o2 ¢
En intégrant sur [k, (k + 1)7], / Mdt < / sin(t) dt <
km ((k + 1)71-)04 km [

DT Jsin(t)|
dt. Donc d’apres la question précédente,
k

” (km)e
2 _ /“““)” [sin(®)] . 2
(k+1)are = J, o = kage’

N

™

¢ En sommant sur kde 1 an —1,

n—1

(k+1)m \sm
Z (ki + aﬂ-a Z/k = Z ]{;aﬂ-a

Par la relation de Chasles et un changement d’indice dans la premiére somme (¢ =

k+1)
" 2 /"7r \sm —
D s Z
= O =
" | sin(t))| 2 &1
D — < < — —.
e 23 [T LY
k=1
1 o .
Or a > 0. Donc t — Y est décroissante sur [k, k + 1] pour tout entier & non nul.
1 k+1 1 1
Alors Vk e N*, ———— < / —dt
(k4 1)« k ke

= nmlge
En sommant les inégalités de gauche de 1 a n — 2, Z 1) / 7o
o 1
n—1
1 ™ dt
Alors Z T < /1 7o
k=2
N e AR |
Et en sommant les inégalités de droite de 2 a n, Z / — < Z —.
k

te ke
k=2 k=2
RN [N |
Alors/ — < —.
2
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k=2

o2 a2 N1 " | sin(t)| 2 21 2 "t
a2 [ e Y s tad“ﬂa;kaﬂa(l*/l W)

oo dt
(d) Rappelons que o converge si et seulement si o > 1.

D’apres le théoreme fondamental de convergence des intégrales de fonctions positives

1 *dt
(t — prs est positive), si & > 1 la fonction z —— / pre est majorée et si a < 1, la
1

. v de
fonction x — o tend vers +oo quand z tend vers +oo.
1

e sia>1.
“ |sin(?)]
tOL

Comme la fonction t —

/ [sin( )‘dt oun =
T

tO/,

dt <

[sin(?)]
ta

est continue et positive, Vz € [1, +oo], /

™

A8

* |sin(t 2 oo dt
D’apres la question précédente, Vo € [1, +o0], / Jsin )|dt <— (1 +/ — .
T o . e

+00 |3
t
Donc / |sm(5 ) dt converge.
™

e siav < 1.
: t nm : t
Comme la fonction ¢t — |Sl?(5 ) est continue et positive, Vz € [1, +oo[,/ |Sl?(5 ) dt <
™

/ [sin )|dt oun < E.

- te 0

2 ("t * |sin(t
D’aprés la question précédente, Vx € [1,400], —/ — < / Jsin )‘dt.
ey e S e
. i , “ [sin(?)]
Or lim — = 4o00. Par encadrement, lim / ——>=dt = 4o00. Donc
n—+0oo Jo te z—+oo [ te
+00 |q;
t
/ [sin(®)] dt diverge.
t()i
s
‘Ainsi J(a) est absolument convergente si et seulement si o > 1. ‘
3. Etude de la convergence de intégrale J(a)
xT
(a) Pour tout réel z supérieur a T, sin(t)dt = [—cost]l = —cosz — 1.

s
Or la fonction cos n’admet pas de limite en +o0.

Donc la fonction 2 — / sin(¢)dt n’admet pas de limite en +o0. ’ Ainsi par définition, J(0) diverge. ‘

(b) Soit « un réel de [, +oo.

1
Les fonctions t — —cost et t — o sont de classe €' sur le segment [, z].

Donc par intégration par parties,

 sin(t 11" e 1
/ sin )dt = [— cos(t)} —/ acost——dt
- to to . - tot1

Vz € [r, 2], /: sinft) g, _ 1 coslw) —oz/: cos(t) .

to o xre ta+1

Donc

| -11" 1 /1 1
(¢) © Pour tout réel x supérieur a m, / taﬁdt = {} == ( - )

at*| - a \7m*  zx®
. 1 . ! 1 e g +oo 1

Or lim — =0.Donc lim —dt = .| Ainsi 'intégrale dt converge et vaut ——.

z—+o00 T z—4oo [ totl am® . totl an®

S
e La fonction ¢ — pray est continue et positive sur [r, +00l.
cost 1
° Vte [77,"‘00[, tozj NS tOH”l.
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1
e La fonction ¢t — —— proe T est intégrable sur [m, +-oo[ car a +1 > 1.

20 cos( )
Donc / proes dt converge absolument pour a > 0.
T

T cost

ta+1

——dt converge donc x — / s dt admet

(d) D’apres la question précédente, /
s
une limite en +oo.

Etz+— admet une limite null en +oo car la fonction cosinus est bornée et o > 0.

sin(t)

Donc d’apres ’égalité obtenue a la question 3b, la fonction = — / dt admet

oo sm(t)

une limite en +oco. | Ainsi pour a > 0, 'intégrale / dt converge.

™

4. Domaine de définition de la fonction f

dt converge et méme absolument (car la fonc-

sin(t)
tOé

s
o D’apres la question 1b, I'intégrale /
0

tion a intégrer est positive) si et seulement si o < 2.
0 sin(t)
te

+oo sm(t)

dt converge absolument si et seulement

Et d’apres la question 2d, 'intégrale /
s

sia>1.
Enfin d’apres la question 3d, l'intégrale /

s

dt converge si et seulement si a > 0.

L oo sin(t) . .
Donc l'intégrale tTdt converge si et seulement si 0 < o < 2| et
0

‘elle converge absolument si et seulement si 1 < o < 2.

o Ainsi ’ le domaine de définition de f est ]0,2[. ‘

5.0

45

40

35

30

25

20
15

10

DO0 D25 050 075 100 125 150 175 200

Partie II  —  Calcul de Uintégrale f(1)

1. Calcul d’intégrales auxiliaires
sin ((2n + 1)t)

T
- est continue sur }0, f} .
sin(t) 2

(a) e La fonction ¢ —

in ((2 1t in ((2 1)t
° w ~ 2n + 1. Donc la fonction ¢t — M
sin(t) t—0 sin(t)
en 0.

admet une limite

sin ((2n + 1)t)

Ainsi la fonction t — -
sin(t)

est intégrable sur ]O, g]

w/2
0
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o Pour n € N*,

B B ™/2 sin ((2n + 1)t) — sin ((2n — 1)t)
fn =ty = / sin(t) dt
_ ™/2 2sin (t) cos (2nt)

B /0 sin(t) d

sin(2nt) ™/

[P

(=)

car n # 0
0

=0

Dmmﬂp:%mVnENﬁh—J@4:0

o | Ainsi pour tout entier n, I, = g
t —sin(t
(¢) Remarquons que ¥ (t) = ts;ril(lt())
. t° . > o

Or ¢ — sin(t) Nodtry et ¢sin(t) Koot Donc () o6 Ainsi }gi(l) P(t) =
035 { — courbe de g: tr L1
0.30
025
0.20
015
010
0.05
0.00

Do 02z 04 06 08 10 12 14 16
(d)
/2 /2 sin ((2n + 1 /2 sin ((2n + 1
/ Y(t)sin((2n + Dt)dt = / ((—))dt - / Mdt car ces intégrales convergent
0 0 sin(t) 0 t
/2 2n+ 1)t
_ ,/ M(QH Dt

Par le changement de variable affine u = (2n + 1)¢, on a

/2 ) 1)t 2n+1)7/2
/ $M“H))wwnu:/ sin (1) g,

Donc

u

(2n+1)m/2 sin (U)
—=d
)

u

/ P(t)sin((2n 4+ 1)t)dt =

wm

2. Lemme de Riemann-Lebesque pour les fonctions de classe €*

cos((2n + 1)t)

2n +1
Donc par intégration par parties,

/2 . B cos((2n + 1)t) /2 ™2 cos((2n + 1)t)
A ﬂﬂmﬂ@n+Dﬂ&—{—ﬂﬂml%l}o +Z; g (o=,

g(0) 1
n+1  2n+1

(a) Les fonctions t — — et g sont de classe € sur le segment [0, g]

m/2
Or cos ((Qn + 1)%) = 0. |Donc u,, = / g'(t) cos((2n + 1)t)dt.
0
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b) ¢’ est continue sur le segment |0, il donc ¢’ est bornée sur |0, . Et Vit € |0, T ,
2 2 2
1.

cos ((2n + 1)t)| <

/2
Donc / g'(t)cos ((2n + 1)t)dt
0

9(0) 1
‘+2n +1

/2 T
< [ 1Ol leos ((n+ 11) [ < Tl e oz

Alors |u,| <

<

w/2
/ g'(t) cos ((2n + 1)t)dt
0

m
71 (9O + S0l o)

Or 1
rnﬁu}rloo 2n+1

(|g(0)| + g”g,”oo,[Om/?]) = 0.|Donc par encadrement, lim wu, = 0.

n—-+4oo

T
(¢) © ¥ est définie et de classe €' sur }O, 5} comme somme et quotient de fonctions de

classe €' dont le dénominateur ne s’annule pas.

orwe]o,g[,wt):i(m})—l) = H(smlwl)‘l

1 sin(t) t2
rl—l—uiliquugo(u)et t 2 50
D Loy £ + o (t?)
one Sint(t) o 2 % ’

. t 2
Ainsi ¥(t) = 3 + .2 (t%).

Donc 1 est de classe €' en 0. Finalement ¢ est de classe € sur [0, g}

o)

N . - . 7T
o D’apres la question précédente et comme 1) est continue sur le segment [O, 5},

n—-+oo

/2
lim /0 Y (t) sin ((2n + 1)¢)dt = 0.

/2 2n+1)7/2 o
Or d’apres la question 1d, / P(t) sin((2n + 1)t)dt = T _ / sin (u) du
0 0

2 U
0o
Slzudu = g Ainsi f(1) = 5

3

+
Donc en faisant tendre n vers +o0, /
0

Corrigé de I’exercice 4

1. (a) (An, Bn,Cy) est un systéme complet d’événements, ainsi P(A,) + P(B,) + P(C,) = 1,
d’ou

‘VnEN, an—&—bn—l—cn:l‘

(b) Soit n € N, (A,,, By, C,,) est un systéme complet d’événements donc d’apres la formule
des probabilités totales :

IP>(An+1) = P(An+1|An)P(An) =+ P(A7L+I|Bn)P(Bn) +;v (An+1|Cn)]P>(Cn)

1
—Cp.
2

1 1 1
Ainsi a1 = 0a,, + ibn + §Cm c’est-a-~dire | 41 = §bn +

(¢) De méme, pour n € N,

1 1 1 1
bn+1 = ian + icn et Cpn41 = ian + ibn

2. (a) On va utiliser la méthode de Gauss-Jordan

1 1 011 0 0
1 0 110 1 0
1 -1 -1{0 0 1
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LQ<—LQ—Ll7 L3<—L3—L1

L3+ L3 —2L,

o
\
)
\
_
\
_
o
—o o —moOo

A ce stade on peut affirmer que P est de rang 3, comme P est une matrice carrée de

taille 3 elle est donc inversible.

1 1 of1 0 O
_ _ 1
0 e
00 1|-= = —=2
3 3 3
1 1 0 1 0 0
2 1 1
0 -1 0 _§ g gl LQ(*LQ*Lg
00 1|-- = -2
3 3 3
1 1 0 1 0 0
2 1 1
010 5 -5 -3 1|L
9 —Lo
oo |2t
3 3 3
100l 1 1
% 31 31
01 0| = —= —= |Li+Li—-Ly
31 23 %
00 1|—-—= = —=
3 3
Ainsi | P est inversible | et
11 1
pio| 2 A
R
3 3 3
(b) Par le calcul on a
1 0 0
1
P*lAP: 0 *5 0
0 O 1
2

(¢) Notons D = | 0 ) 0

Par une récurrence simple on a, pour n € N A = PD"P~ 1.

C’est-a-dire

1 0 0 1 1 1

1 1 0 \" 2 3 3
ar={1 0 1]|° (‘2) 0 % L
L -, NI

2 “3 3 "3

L1 om0 0 11 1
- o 1|lo (1 o 2 1 -1
3x2 1 1) \o o (p/\1 2 -1

V'

— Récurrence « simple »

On n’acceptera que
vous ne rédigiez

pas une récurrence
simple si : vous avez
déja rédigé une ré-
currence plus tot
dans le sujet, vous
avez bien rédigé
ladite récurrence,
les questions précé-
dentes ont donné
I'impression que
vous étiez quelqu’un
de sérieux. Si vous
pensez qu’il peut y
avoir un doute sur
I'un de ces points,
prenez la peine de
rédiger la récur-
rence.
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1 1 1 0 2n A "
=353 1 0 1 2= —(-1)™ —(-D"
x 1 -1 —=1) \=(=1D)" 2(=1)" —(-1)"
ol i S At GV G VY
x 2" — (=1)" 2" — (=)™ 2" 42(—1)"
Ainsi
1 2" 2(=)" 2" — (=)™ 2" —(=1)"
x 2" — (=1)" 2" — (=1)* 2" 42(—1)"
2% — Terminologie
3. Notons X, = [ b, |. On a alors, pour n € N, X, = AX,,. Attention. e telle
Cn suite ne s’appelle
On ne déduit qu’alors X,, = A" X, pas une suite géo-
. métrique de raison
Ainsi, pour n € N A. il n’existe pas de
n n n n n n n n « suites géométriques
n 1 2" +2(-1) 2" — (1) 2" — (=1 1 1 2" +2(-1) matricielles ».
I (R T O 0 ) ) [y e
A2 - () 2= (- 2 +2(-1)") \o X2\ gn  (—1)n
D’ou
1 n 2 /—1\"
an =—-+-|—
3 3\ 2
Wn € N, b, —+_1(ZL
3 3\ 2
1 1/-1
Chn ==———=|—
3 3\ 2

Il est d’ailleurs aisé de vérifier que 'on a bien a, + b, + ¢, = 1.
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